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ЗАСТОСУВАННЯ АПАРАТУ ТЕОРІЇ ДРОБОВОГО ЧИСЛЕННЯ ДО ІНТЕГРАЛЬНИХ                      
ОПЕРАТОРІВ ІЗ УЗАГАЛЬНЕНИМИ ГІПЕРГЕОМЕТРИЧНИМИ ФУНКЦІЯМИ 
The aim of paper is to study the properties of the integral operators with generalized hypergeometric functions in the 
kernels, in particular, to study the conditions of existence and their boundedness, the study of compositional relations 
with fractional integrals. In the study of common methods used by the theory of special functions, the theory of inte-
gral transforms and operators of fractional integro-differentiation. We introduce integral operators with ( , )τ β -ge-
neralized hypergeometric functions in the kernels. For these operators the functional relationship and the conditions 
of existence and boundedness in Lebesgue space are obtained. Also obtained compositional relations for new                
introduced integral operators with left-sided fractional Riemann—Liouville integral. Applied apparatus of the theory of 
fractional calculus to generalized hypergeometric functions, namely: obtained functional relations that showing action 
of left-sided Riemann—Liouville fractional integral and derivative on a ( , )τ β -generalized (according to Wright)                 
hypergeometric Gauss function and ( , )τ β -generalized confluent hypergeometric function. The results can be used for 
further development of the theory of special functions such of their widespread use. 
Вступ 
Значний інтерес до теорії гіпергеометричних 
функцій пов’язаний із потребами застосування 
диференціальних й інтегральних рівнянь при 
розв’язанні задач практики та розвитком обчис-
лювальної математики. Зокрема, за останні роки 
посилився інтерес до узагальнення гіпергеомет-
ричних функцій за Райтом, які мають різнома-
нітні теоретичні і практичні застосування. 
З теорією спеціальних функцій пов’язана 
значна кількість різних математичних задач. Так, 
спеціальні функції широко використовуються 
при побудові різноманітних інтегральних пере-
творень (наприклад, операторів Сайго, Ердеї, 
Кобера, Саксени тощо [1, 2]), теорія яких (з яд-
рами у вигляді спеціальних функцій) розвива-
лася в працях А.О. Кілбаса, Н. Князюк, С. Кали,              
А. Масаі, М. Сайго, Р. Саксени та інших і які 
дають можливість отримати розв’язки в аналі-
тичному вигляді багатьох важливих класів дифе-
ренціальних й інтегральних рівнянь [3—6]. 
Аналіз літератури з теорії узагальнень гі-
пергеометричних функцій свідчить про важли-
вість і актуальність теорії узагальнень гіпергео-
метричних функцій та їх застосувань, оскільки 
запровадження різноманітних узагальнень уже 
відомих спеціальних функцій, їх всебічне ви-
вчення і дослідження дають змогу істотно роз-
ширити клас задач, розв’язки яких можна по-
будувати в замкненому вигляді [7]. Таким чи-
ном, для розширення кола математичних за-
дач, що розв’язуються за допомогою методів 
теорії диференціальних та інтегральних рівнянь 
і теорії інтегральних перетворень, доцільним і 
актуальним є запровадження нових узагальнень 
функцій гіпергеометричного типу, узагальне-
них інтегральних операторів з такими функ-
ціями в ядрі тощо. 
Постановка задачі 
Метою роботи є дослідження властивостей 
інтегральних операторів з узагальненими гіпер-
геометричними функціями в ядрі, зокрема ви-
вчення умов існування та їх обмеженості в 
просторі Лебега, дослідження композиційних 
співвідношень з лівостороннім дробовим інтег-
ралом Рімана—Ліувілля. 
Інтегральні оператори з узагальненими гіпер-
геометричними функціями в ядрі 
Розглянемо інтегральне зображення (τ,β)-уза-
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( ,1);( , );
(1 ) ,
( , );
b c b a ct t zt dt
c
− − − ττ⎡ ⎤× − Ψ ⎢ ⎥β⎣ ⎦∫  (1) 
де параметри задовольняють такі умови:  
{ , , } , Re Re 0a b c C c b∈ > > ,  
{ , } , 0, 0Rτ β ⊂ τ > β > , 0β − τ > . 
Якщо покласти β = τ  у формулі (1), то отрима-
ємо τ-узагальнену гіпергеометричну функцію 
Гаусса [9]: 
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− − − τ −Γ= − −Γ Γ − ∫ . 
При 1β = τ =  матимемо класичну гіпергеомет-
ричну функцію Гаусса 2 1( , ; ; )F a b c z  [10]. 
Також подамо зображення (τ,β)-узагальне-
ної конфлюентної (виродженої) гіпергеомет-




( ; ; ) ( )
( ) ( )
c
a c z F z
a c a









a c a ct t zt dt
c
− − − τ⎡ ⎤τ× − Ψ ⎢ ⎥β⎣ ⎦∫ . (2) 
За умов існування функцій (1) і (2) запро-
вадимо інтегральні оператори з гіпергеометрич-
ними функціями в ядрі у вигляді 
, , 1
, ;( )( ) ( )
x
a b c cF x t x −τ β α+ ω
α
ϕ = − ×∫  
 ,2 1 ( , ; ; ( ) ) ( )F a b c t x t dt
τ β β× ω − ϕ , ,x > α   (3) 
, 1
, ;( )( ) ( )
x
a c cx t x −τ β α+ ω
α
Φ ϕ = − ×∫  
 ,1 1 ( ; ; ( ) ) ( )a c t x t dt
τ β βΦ ω − ϕ , x > α . (4) 
Подамо означення лівостороннього та 
правостороннього дробових інтегральних опе-
раторів Рімана—Ліувілля [12]: 
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= Γ μ −∫ , x > α , 
 , Re( ) 0Cμ ∈ μ > ,  (5) 
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( )1( )( )
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f t
I f x dt
t x
γ
μγ− −μ= Γ μ −∫ , x < γ . (6) 
Лівосторонній та правосторонній дробові 
диференціальні оператори Рімана—Ліувілля, від-
повідно, мають вигляд [12]: 
 ( )( ) ( )( )
n
ndD а x I f x
dx
μ −μα+ α+
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠ , (7) 
 ( )( ) ( )( )
n
ndD а x I f x
dx
μ −μα− α−
⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠ . (8) 
Отримаємо функціональні співвідношення 
для запроваджених операторів (3) і (4). 
Теорема 1. Нехай , Re( ) 0Cα ∈ α > , 
{ , , , } , Re Re 0a b c C c bω ∈ > > , { , } , 0,Rτ β ⊂ τ >  
0β > , 0β − τ > . Тоді при x > α  та за умови 
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 ,2 1 ( , ; ; ( ) ).F a b c x
τ β β× + μ ω − α  (9) 
До в е д ення. За означенням (3) маємо 
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βω − α× = , , 1, ;( ( ) )( )a b cF t xμ−τ β α+ ω − α =  




μ+ −− α Γ Γ μ= Γ + μ
,
2 1 ( , ; ; ( ) )F a b c x
τ β β+ μ ω − α . 
Отже, теорему доведено. 
Теорема 2. Якщо , Re 0Cα ∈ α > , { , , }a c ω ∈ 
, Re 0C c∈ > , Re 0a > , { , } , 0, 0Rτ β ⊂ τ > β > , 
0β − τ > , 0 1; 0 1< μ < ≤ ν ≤ , то виконується рів-
ність 
, 1
, ;( ( ) )( )
a c t xμ−τ β α+ ωΦ − α =  




μ+ −− α Γ Γ μ= Γ + μ
,
1 1 ( ; ; ( ) )a c x
τ β βΦ + μ ω − α . (10) 
Доведення формули (10) аналогічне дове-
денню теореми 1. 
Теорема 3. Нехай , Re( ) 0Cα ∈ α > , { , , , }a b c ω ∈ 
, Re Re 0C c b∈ > > , { , } , 0, 0Rτ β ⊂ τ > β > , β − τ >  
0> . Тоді інтегральні оператори , ,, ;( )( )a b cF xτ β α+ ω ϕ  
 ТЕОРЕТИЧНІ ТА ПРИКЛАДНІ ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИКИ 79
 
та ,, ;( )( )a c xτ β α+ ωΦ ϕ  обмежені в просторі Лебега 
( , )L α γ = 1:|| || | ( ) |t dt
γ
α
⎧ ⎫⎪ ⎪ϕ ϕ ≡ ϕ < ∞⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭∫  і мають місце 
співвідношення 
 , ,, ; 1 1 1||( ) || || ||
a b cF Aτ β α+ ω ϕ ≤ ϕ , (11) 
 ,, ; 1 2 1||( ) || || ||
a c Aτ β α+ ωΦ ϕ ≤ ϕ , (12) 
де Re1
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ω γ − α= γ − α β +∑ . 
Доведення теореми випливає з означення 
простору ( , )L α γ  та формул (3), (4). 
Доведемо композиційні співвідношення для 
інтегральних операторів (3), (4) з лівостороннім 
дробовим інтегралом Рімана—Ліувілля (5). 
Теорема 4. Нехай , Re( ) 0Cα∈ α > , { , , , }a b c ω ∈ 
, Re Re 0C c b∈ > > , { , } , 0, 0Rτ β ⊂ τ > β > , 0β − τ > . 











a b cFτ β α+ ω
, ,
, ;
a b cFτ β α+ ω= I μα+ , (13) 
,
, ;








τ β α+ ωΦ ,, ;a cτ β α+ ω= Φ I μα+. (14) 
До в е д ення. Спочатку доведемо ліву час-
тину рівності (13). З формул (3) і (5) маємо 
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,
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τ β β× ω − ( )dt f u du . 
Виконаємо заміну змінних ( )t u− = ρ : 
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,
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α
ρ ωρ= ρΓ μ − − ρ∫ ∫ . 
Тепер використаємо означення лівосторонньо-
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− −= ×Γ Γ + μ∫  
,
2 1 ( , ; ; (( ) 0) ) ( )F a b c x u f u du
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Γ= Γ + μ
, ,
, ; ( )
a b cF f xτ β α+ ω . 
Для доведення правої частини рівності (13) 
використаємо означення оператора , ,, ;
a b cFτ β α+ ω  (3): 
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=
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= ρ − ρ − ×Γ μ∫ ∫  
,
2 1 ( , ; ; ( ) )( ) ( )F a b c d f u du
τ β β× ω ρ − ρ =  
1 1
0







= − − ρ ρ ×Γ μ∫ ∫  
,
2 1 ( , ; ; ( ) ) ( )F a b c d f u du
τ β β× ω ρ ρ . 
Отримана рівність повторює доведення 
для правої частини формули (13). Отже, спів-
відношення (13) доведено. Аналогічним чином 
доводиться формула (14). 
Дія дробових операторів Рімана—Ліувіля на 
(τ,β)-узагальнені гіпергеометричні функції 
Доведемо низку лем, що демонструють 
дію дробових операторів Рімана—Ліувіля на 
функцію ,2 1 ( , ; ; )F a b c z
τ β . 
Лема 1. Нехай [0; )R+α ∈ = +∞ , { , , , , }a b c ω μ ∈ 
, Re Re 0C c b∈ > > , Re 0, Re 0,a > μ >  0β − τ > . 
Тоді для x > α  за умови | ( ) | 1x βω − α <  має міс-
це формула 
1 ,
2 1[( ) ( , ; ; ( ) )]
cI x F a b c xμ − τ β βα+ − α ω − α =  
 




μ+ −− α Γ= Γ + μ
,
2 1 ( , ; ;( ) )F a b c x
τ β β+ μ − α . (15) 
До ве д ення. Для доведення леми вико-
ристаємо формули (1), (5). Запишемо ліву час-
тину рівності (15): 
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Для перетворень отриманого виразу викорис-
таємо формулу [12] 
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,
2 1 ( , ; ;( ) )F a b c x
τ β β+ μ − α , 
що доводить рівність (15). 
Лема 2. Нехай [0; )R+α ∈ = +∞ , { , , , , }a b c ω μ ∈ 
, Re Re 0C c b∈ > > , Re 0, Re 0,a > μ >  0β − τ > .  
Тоді для x > α  за умови | ( ) | 1x βω − α <  має міс-
це формула: 
1 ,
2 1[( ) ( , ; ; ( ) )]
cD x F a b c xμ − τ β βα+ − α ω − α =  
  




−μ−− α Γ= Γ − μ
,
2 1 ( , ; ;( ) )F a b c x
τ β β− μ − α .  (16) 
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До в е д ення. Для доведення леми вико-
ристаємо означення лівосторонньої дробової 
похідної (7). Запишемо 
1 ,
2 1[( ) ( , ; ; ( ) )]
cD x F a b c xμ − τ β βα+ − α ω − α =  
1 ,
2 1( [( ) ( , ; ; ( ) ]).
n
n cd I x F a b c x
dx
−μ − τ β β
α+
⎛ ⎞= − α ω − α⎜ ⎟⎝ ⎠  
Використовуючи лему 1, маємо 
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Застосуємо співвідношення 
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τ β βω  
і отримаємо 







2 1 ( , ; ; ( ) )F a b c x
τ β β− μ ω − α , 
що і треба було довести. 
Лема 3. Нехай [0; )R+α ∈ = +∞ , { , , , , }a b c ω μ ∈ 
, Re Re 0C c b∈ > > , Re 0, Re 0,a > μ >  0β − τ > .  
Тоді для x > α  за умови | ( ) | 1x βω − α <  має міс-
це формула: 
, 1 ,
2 1[( ) ( , ; ; ( ) )]
cD x F a b c xμ ν − τ β βα+ − α ω − α =  
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,
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де  
 , (1 ) (1 )(1 )( )( ) ( ( ))( )dD f x I I f x
dx
μ ν ν −μ −ν −μ
α+ α+ α+= , (18) 
0 1; 0 1< μ < ≤ ν ≤ . 
До в е д енн я. У формулу (18) замість функ-       
ції f  підставляємо вираз 1 ,2 1[( ) ( , ;
cx F a b− τ β− α  
; ( ) )]c x βω − α  і виконуємо перетворення: 
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Далі використаємо властивість дробової похід-
ної  
, (1 ) (1 )(1 )( )( ) ( ) ( )dD f x I I f x
dx
μ ν ν −μ −ν −μ
α+ α+ α+
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
Маємо: 
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,
2 1 ( , ; ;( ) )F a b c x
τ β β− μ − α . 
Отже, лему доведено. 
Наслідок. Якщо , Re 0Cα ∈ α > , { , , } ,a c Cω ∈   
Re 0c > , Re 0a > , { , } , 0, 0Rτ β ⊂ τ > β > , 0β − τ > , 
0 1; 0 1< μ < ≤ ν ≤ , то виконуються рівності 
1 ,
1 1[( ) ( ; ; ( ) )]
cI x a c xμ − τ β βα+ − α Φ ω − α =  
 




μ+ −− α Γ= Γ + μ
,
1 1 ( ; ;( ) )a c x
τ β βΦ + μ − α ; (19) 
1 ,
1 1[( ) ( ; ; ( ) )]
cD x a c xμ − τ β βα+ − α Φ ω − α =  
 




−μ−− α Γ= Γ − μ
,
1 1 ( ; ;( ) )a c x
τ β βΦ − μ − α ;  (20) 
, 1 ,
1 1[( ) ( ; ; ( ) )]
cD x a c xμ ν − τ β βα+ − α Φ ω − α =  
 




−μ−− α Γ= Γ − μ
,
1 1 ( ; ;( ) )a c x
τ β βΦ − μ − α . (21) 
Доведення формул (19)—(21) випливає з 
доведень відповідних співвідношень лем 1—3. 
Висновки 
З використанням властивостей (τ,β)-уза-
гальнених гіпергеометричних функцій у статті 
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запроваджено , ,, ;( )( )
a b cF xτ β α+ ω ϕ  та ,, ;( )( )a c xτ β α+ ωΦ ϕ  
інтегральні оператори з (τ,β)-узагальненою за 
Райтом гіпергеометричною функцією Гаусса та 
(τ,β)-узагальненою конфлюентною гіпергеомет-
ричною функцією в ядрі. Для запроваджених 
операторів одержано функціональні співвідно-
шення, досліджено умови існування та обме-
женості в просторі Лебега, досліджено компо-
зиційні співвідношення з лівостороннім дробо-
вим інтегралом Рімана—Ліувілля I μα+ . Отримано 
функціональні співвідношення, що демонстру-
ють дію лівосторонніх дробових інтеграла та 
похідної Рімана—Ліувілля на (τ,β)-узагальнені 
гіпергеометричні функції.  
Одержані результати можна використати 
для подальшого більш глибокого застосування 
апарату теорії дробового числення в теорії спе-
ціальних функцій, що дасть можливість роз-
в’язувати нові класи диференціальних та інтег-
ральних рівнянь. 
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